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2024 年高考数学高数背景分析及高数解法 

鸡西市高中数学名师工作室  孙长卿 

深入研究高考数学试题，在一些试题中总会找到高数的影子。如近几年常见

的极点极线背景的试题，如 2024 年全国甲卷理科 20 题，2023 年全国新课标 2

卷 21 题，2023 年全国乙卷理科 20 题，2022 年全国乙卷理科 20 题，2021 年全

国甲卷理科 20 题，2020 年全国新课标 1卷理科 20 题等。本文对 2024 年两道试

题探寻其高数背景，以开阔大家视野，以期对高中数学教学及高三备考有些启发。 

一、高数背景知识 

为说明问题，以下我们列举一些高数知识，这些知识均出自《高等几何》，

也称《射影几何》，它是研究图形在射影变换下不变的性质的一门几何学。 

1、无穷远点与无穷远直线：在射影观点下，平面内所有平行直线交于一点，

称为无穷远点，记作 P ；而所有无穷远点的集合构成一条直线叫做无穷远直线，

记作 l 。即一般地，所有无穷远点共线于无穷远直线。 

2、德萨格定理的逆定理：如果两个三角（点）形对应边的交点在一直线上，

则对应顶点的连线交于一点。 

应用举例，求证：三角形的三条中线共点。 

证明：如图，若 ABC 三边中点分别为 FED ,, ，则 EF ∥BC ，因它们平行

则交于无穷远点 Q ，同理，DE 与 AB 平行且交于无穷远点 R ，DF 与 AC 平行

且交于无穷远点 P ，则 Q ， R ， P 共线于无穷远直线 l 。即对 ABC 和 DEF ，

它们的三对对应边分别交于无穷远点且共线于无穷远直线，即对应边的交点共线，

则由德萨格逆定理，可得其对应顶点的连线 AD ， BE ，CF 共点于O，证毕。 
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2、交比与调和共轭：若四点 4321 ,,, PPPP 共线，则定义它们的交比 ),( 4321 PPPP

=
4132

4231

PPPP

PPPP




，其中 31PP 等为有向线段的数量，点 21, PP 叫做基点偶，点 43, PP 叫做

分点偶。 

特别的，如果 ),( 4321 PPPP =-1，交比值-1 叫做调和比，并称点偶 21, PP 与点偶

43, PP 调和共轭，也称四点 4321 ,,, PPPP 为调和点列。 

3、调和线束：如图，若四点 A,C,B,D 成调和点列，在这四点所在直线外任

取一点 P,则所形成的四条射线 PA,PC,PB,PD 称为调和线束。分别设此四条直线

的斜率为
4321 ,,, kkkk
，则有

1
4132

4231 




）（）（

）（）（

kkkk

kkkk
。特别地，当 1k 不存在（ 1k 无

穷大,PA 垂直 x 轴）时 1
41

31 




）（

）（

kk

kk
，从而有 1

32

42 




）（

）（

kk

kk
，即 243 2kkk  ；当 1k

=0（PA 平行 x轴）时，有
243

211

kkk
 。
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4、调和共轭点：给定二阶曲线C ，如果两点 QP, ( P 不在曲线C 上)的连线

与二阶曲线交于两点 NM , ，且 1),( MNPQ ，则称 QP, 关于二阶曲线C 调和共

轭，或点 P 与Q关于二阶曲线C 互为共轭点。 

5、极点极线：上面概念中，其中调和共轭点Q的轨迹是一条直线，这条直

线叫做定点 P 关于此二阶曲线的极线，这个定点 P 叫做关于此二阶曲线的极点。

圆锥曲线中焦点与准线就是一对极点与极线；椭圆准线上点 )0,(
2

c

a
与通径所在直

线 cx  也是一对极点与极线。 

极线方程求法：求任意点 ）00 ,( yxP 关于二次曲线 0,( ）yxf 的极线，只要分别
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用 ,, 00 yyxx
2

,
2

00 yyxx 
替换方程中的 ,, 22 yx ,, yx 整理即得极线方程。 

6、帕斯卡定理：对于任意一个内接于二阶曲线的六边（点）形，它的三对

对边的交点在一条直线上。其特殊情形是若此六边形（含凹六边形）有两对边互

相平行,则分别交于无穷远点，则第三对边也互相平行，进而也交于无穷远点而

共线（无穷远直线）。 

                                               1A    

                                   2A                                            6A  

                                     3A        4A          5A                                                

如图，椭圆内接六边形 654321 AAAAAA 中，三对对边 21AA 和 54 AA 、 32 AA 和 

65 AA 、 43AA 和 16AA 的交点共线。若其中两组对边平行，即分别交于无穷远点，

则第三组对边也平行，即也交于无穷远点，进而这三个无穷远点仍共线（即无穷

远直线）。 

二、试题举例 

例 1（2024 年全国甲卷理科 20 题）设椭圆 :C 1
2

2

2

2


b

y

a

x
)0(  ba 的右焦

点为 F ，点 )
2

3
,1(M 在C 上，且 轴xMF  . 

（1）求 C的方程； 

（2）过点 )0,4(P 的直线交 C于 BA, 两点， N 为线段 FP 的中点，直线NB交

直线MF 于点Q，证明： 轴yAQ  .             y 
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解：（1） 1
34

22


yx

解略. 

(2)连PQ，把点 )0,4(P 代入椭圆方程 1
3

0

4

4





 yx
得 1x ，即直线 FM 为

点 P 的极线，设直线 AB 交直线 FM 于D ，据上述定义 4、5，点D 为点 P 关于椭

圆的调和共轭点，则四点 PBDA ,,, 为调和点列，则过点Q的直线 QPQDQBQA ,,,

为调和线束。设其斜率分别为 QPQDQBQA kkkk ,,, ,则据上述定义 3有 
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


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， QDk 不存在， 1





QPQA

QPQB

kk

kk
，即 

QPQB kk  = QAQP kk  ， QBQAQP kkk 2 ，设 ）（ RttQ ),1( ,又 )0,
2

5
(N , )0,4(P ,

由斜率公示得 

3

2

2

5
1

tt
kQB 



 ，
341

tt
kQP 


 ，代入 QBQAQP kkk 2 得 0QAk ， 

即直线 轴yQA  ，证毕。 

    例 2 （2024 年全国新课标 2卷 19 题）已知双曲线  2 2: 0C x y m m   ，点

 1 5,4P 在C上，k 为常数，0 1k  ．按照如下方式依次构造点  2,3,...nP n  ：过 1nP 

作斜率为 k 的直线与C的左支交于点 1nQ  ，令 nP 为 1nQ  关于 y 轴的对称点，记 nP 的

坐标为  ,n nx y . 

（1）若
1

2
k  ，求 2 2,x y ； 

（2）证明：数列 n nx y 是公比为
1

1

k

k




的等比数列； 

（3）设 nS 为 21  nnn PPP 的面积，证明：对任意正整数n， 1n nS S  . 

     解：（1） 0,3 22  yx 解略.（2）证略.  

P1 (5,4) 
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（3）如图，分析得问题解决的关键是证明 21  nn PP ∥ 3nnPP 。则依据上述定义

6,在双曲线内接凹六边形
1223  nnnnnn PPQPPQ 中，据条件有 nnPQ ∥ 22  nn PQ ( 21AA

∥ 54 AA ), 1nnPQ ∥ 32  nn PQ ( 43AA ∥ 16AA )，则必有 21  nn PP ∥ 3nnPP ( 32 AA ∥

65 AA ),从而有面积 1 nn SS 。 

三、启发 

对教师来说运用高数知识及结论，解小题时可提高速度迅速得解，对大题也

可以快速找到思路和突破口，甚至可以直接得解，会大大提高解题效率。同时，

我们要能够自觉地站在高观点下去俯瞰高中数学及教学，对提升教学及高三备考

质量是有帮助的。特别是对一些成绩徘徊不前处于高原期的“好学生”，高数的

加入和助力可以让他们重新找到自信，以至突破高原使成绩逆袭。当然引入高数

知识要慎之又慎，绝不可以增加学生额外负担。 


