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2025 年高考数学部分试题高数背景探源及解法

鸡西市高中数学名师工作室 孙长卿

本人在去年写了《2024 年高考数学高数背景分析及高数解法》一文，今年

继续对这个话题进行研究。重点对全国 1、2卷压轴题的高数背景进行分析并求

解，有不当之处请同行指正。

一、试题举例

高数背景知识(一)：

1、切比雪夫多项式

我们已知余弦函数两倍角公式，结合两角和公式，我们也可以导出余弦函数

三倍角以至 n倍角公式，如 1cos22cos 2  xx ， xxx cos3cos43cos 3  ，

1cos8cos84cos 24  xxx ， xxxx cos5cos20cos165cos 35  ，  ，从而我们

得到切比雪夫多项式： )arccoscos()( xnxTn  是一个 n次多项式，其中  1,1x ，

Nn .如，

1)(0 xT ， xxT )(1 ， 12)( 2
2  xxT ， xxxT 34)( 3

3  ， 188)( 24
4  xxxT ，

xxxxT 52016)( 35
5  ,  ，其余由以下递推关系确定.

1)(0 xT , xxT )(1 ,  ， )()(2)( 11 xTxxTxT nnn   （ 1n ）.

切比雪夫多项式在逼近理论、数值分析、信号处理、工程学、物理学等领域

有着重要的应用。

2、拉格朗日中值定理

若函数 )(xf 满足条件：（1）在闭区间  ba, 上连续；（2）在开区间 ),( ba 内

可导，则在区间 ),( ba 内至少存在一点 c，使得 ))(()()( abcfafbf  .

此定理的几何意义是：在满足定理条件的曲线 )(xfy  上至少存在一点

))(,( cfcP ，曲线在该点处的切线平行于曲线两端点的连线。如图所示
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3、重要函数极限及不等式
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(1) 1sinlim
0


 x

x
x

(2) xxx sintan  ， ）
2
,0( 

x .

例 1（2025年全国 1 卷第 19题）（1）设函数 ( ) 5cos cos5f x x x  ，求 ( )f x

在
π0,
4

 
  

的最大值；（2）给定 (0,π)  和 a R ，证明：存在 [ , ]y a a    ，使

得cos cosy  ；（3）设bR ，若存在 R ，使得5cos cos(5 )x x b   对 xR

恒成立，求 b的最小值．

解：问（1）可由上述结论 1中切比雪夫多项式 xxx 35 cos20cos165cos  +

xcos5 得 xxxf 53 cos16cos20)(  ，求导得

)sin(cos60)( 2 xxxf  - )sin(cos80 4 xx  = )3cos4(cossin20 22 xxx .

当 ]
4
,0[ 

x 时，令 0)(  xf 得 0x 或
6


x .易知，当 )
6
,0( 

x 时，

0)(  xf ，当 )
4
,

6
( 

x 时， 0)(  xf . max)(xf = ）（
6
f = 33 .

据（2）问特征联想到拉格朗日中值定理（结论 2）有如下解法：对连续可导

函数 )(xf = xsin 在区间    aa , 上使用中值定理得

)sin()sin(   aa = ))((   aayf ，其中    aay , .再用和差化

积公式有

2 sincos a = ycos2 ，又 ),0(   ， ay cossincos



 ，又 Ra ，

 ay cossincos



 

sin
，即


sincos y ，又 coscos y  


 cossin
 .

设 

 cossin)( h ， ),0(   .即 )(coscos  hy  .

)1tan(cos)( 

h (

2
  )，易知当 )

2
,0(   时背景 t， 0)( h ，当

),
2
(   时， 0)( h ,当

2
  时，


 2)( h .而当 0 时，利用结论 3有

0)cossin(lim
0









，   时， 1)cossin(lim 








,即 1)(0  h .

对任意给定 ),0(   ，必存在    aay , ，使得 0coscos  y 即

coscos y .这里注意是存在成立，不是恒成立。如当
4

,1  a ，则存在
3


y
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]
4

1,
4

1[ 
 ，使得 coscos y ，存在

6


y ]
4

1,
4

1[ 
 ,使得 coscos y ；

当
4
3,1  a ，则存在 

6
5y ]

4
31,

4
31[ 

 ，使得 coscos y ，存在


3
y ]

4
31,

4
31[ 

 ,使得 coscos y 。

（3）分两种情况：当 0 时，由（1） xxxf 5coscos5)(  ，则

)3cos4(cossin20)( 22  xxxxf ，考虑 )3cos4(sin)( 2  xxxg ，令 0)( xg 得

Zkkx  , 或 Zkkx  ,
6

2  或 Zkkx  ,
6
52  ，结合正、余弦图象

得，区间 )](
6

2,2[ Zkkk 
 上 )(xf 单增， )](

6
52,

6
2 Zkkk 

（ 减，

)(
6

2 Zkkx 
 取极大值，代入得 33)( 极大xf ， )](2,

6
52 Zkkk  （

增， )](
6
72,2 Zkkk 
（ 减， )(2 Zkkx   取极大值，代入得

4)( 极大xf ， )](
6

112,
6
72 Zkkk 

（ 增， )](22,
6

112 Zkkk  （ 减，

)(
6

112 Zkkx 
 取极大值，代入得 33)( 极大xf .综上， 33)( max xf .

 33b ,b最小值为 33 。

对 0 时，设 )5cos(cos5)(  xxxh ，只需要证明存在 0x ，使得

33)( 0 xh .

取 ]
6
,

6
[0


x ，令 axy  00 5 ， Ra ,则 ]

6
5,

6
5[0


 aay ，令

6
5  ),0(  ，由（2）知， 6

5coscos 0


y = 2
3

 .

令 a ，  00 5 xy ，又 2
3cos 0 x ， 2

3)5cos( 0 x ，

2
3)5cos( 0  x ，综上， )5cos(cos5)( 000  xxxh 33 .b最小值为 33 。

注：函数 )5cos(cos5)(  xxxh 中，若 4
  ，则

)
6
(h

4
26310  33 , 而 6

5  ， )
6
(h

2
135  33 ，所以
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33)( xh 只是一种存在成立。

高数背景知识（二）：

4、马尔可夫链与伯努利过程

马尔可夫链是一种具有无记忆性的随机过程，其核心特性是状态转移的马尔

可夫性质：未来状态的条件概率分布仅依赖于当前状态，而与过去状态无关。数

学表达为

)|(),,,|( 100111 nnnnnnnn xXxXPxXxXxXxXP   .

马尔可夫链是概率统计中的一个重要模型，在日常中生活中用于天气预报、

网页浏览、语音识别、股票涨跌等。马尔可夫是切比雪夫的学生，他们都是俄国

著名数学家。

伯努利过程是一个由一系列独立同分布的伯努利重复实验（如 n重伯努利实

验）组成的离散随机过程，每个试验只有成功或失败两种结果，且成功的概率恒

为 p。由于伯努利过程中各次试验相互独立，每个状态转移仅取决于当前状态而

与历史无关，进而满足马尔可夫链的无记忆性。所以伯努利过程是马尔可夫过程

的一个特例。

例 2（2025年全国 2 卷第 19题）甲、乙两人进行乒乓球练习，每个球胜者

得 1分，负者得 0 分．设每个球甲胜的概率为
1 1
2

p p   
 

，乙胜的概率为q，

1p q  ，且各球的胜负相互独立，对正整数 2k  ，记 kp 为打完 k个球后甲比乙

至少多得 2分的概率， kq 为打完 k个球后乙比甲至少多得 2 分的概率．

（1）求 3 4,p p （用 p表示）：

（2）若
4 3

4 3

4p p
q q



 ，求 p：

（3）证明：对任意正整数m， 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2m m m m m mp q p q p q        ．

解：（1） 3
3 pp  ， qpCpp 33

4
4

4  = )34(3 pp  ；

（2）同理得 3
3 qq  ， )34(34 qqq  ，代入得

3
2

p ；

（3）由（1）知 kp 和 kq 大小各为一个以甲乙得分数为随机变量的 k重伯努利

实验的概率和。我们只研究甲的情况。

进一步研究 765 ,, ppp 等的大小得， qpCpp 44
5

5
5  ，

qpCpp 55
6

6
6  244

6 qpC ， 255
7

66
7

7
7 qpCqpCpp  .我们发现随着 k值奇偶的
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变化呈现出不同的规律性：于是，设甲打完 k（ 2k ）个球后的得分数为 t（即

甲胜 t次），则乙得分数为 tk  （即乙胜 tk  次），要想甲比乙至少多 2分，则应

满足 2)(  tkt ，即
2

1 kt  .当 mk 2 （ 1m ）时， mt  1 ，即甲至少得 1m

分（即甲至少胜 1m 次），此时乙至多得 1m 分（即乙至多胜 1m 次），分值

相差至少2分且以2为等差数列递增，项数为m项。当 12  mk 时，
2
11  mt ，

即甲至少得 2m 分，此时乙至多得 1m 分，分值相差至少 3分且以 2为等差数

列递增，项数为m项。一般地有

111
2

22222
2

11212
2

2
2

  mmm
m

mm
m

mm
m

m
m qpCqpCqpCpp （1），

122
12

21212
2

122
12

12
12








  mmm

m
mm

m
mm

m
m

m qpCqpCqpCpp （2），

mmm
m

mm
m

mm
m

m
m qpCqpCqpCpp 22

22
222

22
11212

22
22

22








  （3）.

我们继续研究 22122 ,,  mmm ppp 间的关系发现， 22 mp 的展开式（3）式中共有

1m 项，（2）式有m项, （2）式再加一项应是 mmm
m qpC 11

12


 ，而此时甲比乙多 1

分，所以再打一球到 22 m 时，这最后一球必须是甲胜，从而达到甲与乙多 2

分的目标，所以有

22 mp = 12 mp + pqpC mmm
m 


11
12 .

至于（2）式中的最后一项 122
12




mmm
m qpC ，因为甲已比乙多 3分，所以最后

一球（到 22 m 个球），甲胜负都可以，即

122
12




mmm
m qpC = )(122

12 qpqpC mmm
m 
 = pqpC mmm

m
122

12


 + qqpC mmm
m

122
12


 ，其中

qqpC mmm
m

122
12


 + pqpC mmm

m 


11
12 = mmm

m qpC 22
22


 即为（3）式的最后一项（甲比乙多

2分）。

同理有，

)()() 111
2

11212
2

2
2 qpqpCqpqpCqppp mmm

m
mm

m
m

m  （ (4).

(4)式说明，当打完 m2 个球后，打到 12 m 个球时，最后一球的胜负均有两

种结果。由于 m2 个球中甲乙的分差分别为 m2 ， 22 m ，  ，6，4，2分。当

分差为 4分及以上时，多打那个球甲胜负均可，总会比乙多至少 3分及以上。只

有最后一项 )(111
2 qpqpC mmm
m  中，甲若负则只比乙多 1分，所以只有胜才能达

到多 3分目的。所以有

12 mp = )4(2 式mp - qqpC mmm
m  111

2 ,或 12 mp = mp2 - 111
2

 mmm
m qpC （甲比乙至少多 3

分及以上）+ pqpC mmm
m  111

2 (多 3 分).
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(4)中 )(222
2 qpqpC mmm
m  = 232

2
 mmm

m qpC + 122
2

 mmm
m qpC ，其中 122

2
 mmm

m qpC

+ pqpC mmm
m  111

2 = 122
12




mmm
m qpC 即为（2）式中的最后一项（甲比乙多 3分）。

对乙的情况同理不再赘述。有了上述关系结论，最后不等式的证明就不难了。

如原不等式可转化为证明

122122   mmmm ppqq 及 mmmm ppqq 222222   ，其中 mm pp 222 与 关系可

用 22 mp = 12 mp + mmm
m qpC 21

12


 和 12 mp = mp2 - mmm
m qpC 11

2
 代换得到。通过整理最后转

化为 p与q的大小比较，显然 qp  ，不再赘述。

会发现，上述证明过程似乎没有看到马尔可夫链的影子。事实上，因每打 k
个球的随机过程的无记忆性、结果的二元性等特征满足上述伯努利过程，进而属

于马尔可夫链概率问题。而典型的马尔可夫链概率问题当属人教版数学选择性必

修第三册 91 页第 10 题及 2023 年高考数学全国 1卷第 21 题等。

二、启发

用高观点去俯瞰高中数学及教学，可以深化我们对这门学科本质及教学规律

的再认识，毕竟深入才能浅出，居高才能临下，所以这对提升对数学学科本质的

再认识、课堂教学回归思维本质，及提升高三备考质量是有帮助的。
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